
数理统计

第一节 参数的点估计

点估计概念

求估计量的方法

估计量的评选标准
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数理统计

定义 用样本原点矩估计相应的总体原点矩 , 又

用样本原点矩的连续函数估计相应的总体原点矩的

连续函数,  这种参数点估计法称为矩估计法 .

理论依据: 辛钦大数定律
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其中 为连续函数 .g

一、矩估计
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数理统计

j=1,2,…,kj j k
θ h A A A

1 2
ˆ ( , , , )

j
θ即可得诸 的矩估计量 ：

矩估计量的观察值称为矩估计值 .

Step 3  用样本矩Ai估计总体矩

i=1,2, … ,k
i

i k i
X θ θ θ μ

1 2
E g ( , , , ) 

Step 1  计算总体的矩

Step 2  解方程组

j=1,2,…,kj j k
θ μ μ μ

1 2
h ( , , , )

设总体的分布函数中含有k个未知参数 , 1 2
, , ,

k
θ θ θ

i
μ
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数理统计
二. 最大似然法估计

极大似然原理的直观想法是：一个随机试验如有若干

个可能的结果 A、B、C，….。若在一次试验中，结

果 A 出现，则一般认为试验条件对 A 出现有利，也即

A 出现的概率最大。

最大似然法的理论依据---极大似然原理
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数理统计

1 1 n nL( ) (X x , ,X x )P   

^

L

^

1 1
( ; , , ) max ( ; , , )
L n n

L x x L x x

求参数的最大似然估计的一般步骤

Step1. 计算样本的似然函数

Step2. 求似然函数或对数似然函数的极大值点

^

L 1 n 1 nln L( ;x , , x ) max ln L( ;x , , x )


 




1）若总体是离散型R.V，似然函数为样本的联合概率

2）若总体是连续型R.V，似然函数为样本的联合密度

1 1
( ) ( ; , , ) ( ; )

n

n ii
L L x x f x
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数理统计
求函数极大值的常用方法

2

L( ) L( )
0, 0

d d

2
d d

| |
 

 

 
 

1. 驻点法：求似然函数或对数似然函数的驻点

一阶导数为0，二阶导数小于0的点为函数的极大值点

2

L( ) ln L( )
0, 0

d d

2
dln d

| |
 

 

 
 

2. 分析似然函数的单独性

如果似然函数是单调函数，则在区间端点处取到极值

若 是向量，上述方程必须用方程组代替 .
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数理统计例5 设总体 X ~N(        ) ,          未知 .                                                             

是来自 X 的样本值 ,  试求 的最大似然估计量 .
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似然函数为

解： X 的概率密度为 
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数理统计
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的最大似然估计量为
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LnL π σ x μ
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    

令
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数理统计

解：似然函数为





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对数似然函数为 



n

i

ixnL
1

ln)1(ln)(ln 

ni 1

例6 设X1,X2,…Xn是取自总体X的一个样本



 




其它,0

10,
)(~

1
xx

xfX



求 的极大似然估计.

其中 >0,





n

i

ix
n

d

Ld

1

ln
)(ln



求导并令其为0
=0

得 



n

i

ixn
1

* ln 即为 的MLE .
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数理统计

解：似然函数为

例7 设X1,X2,…Xn是取自总体X的一个样本

为未知参数
其它
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其中 >0,求 的最大似然估计.  ,
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1
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L e x， i=1,2,…,n

1

1
( )1
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n

i
i

x
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对数似然函数为 



n

i
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1
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


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
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


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由(1)得


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


 n

i

ix
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1
2
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



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对 分别求偏导并令其为0,, 

对数似然函数为





n

i

ixnL
1

)(
1

ln),(ln 




用求导方法无法最终确定

利用函数的单调性来求 .

、 ,
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数理统计
例8 设总体X在[a，b]上服从均匀分布，a，b是未知参数

， 为样本值，求a，b的极大似然估计量。
1 2
, ,

n
x x x

(1) 1 2
min{ , , }

n
x x x x

( ) 1 2
max{ , , }

n n
x x x x

解 : 令

则似然函数为
(1) ( )

1
( , ) ,

( ) nn
L a b a x b x

b a

对于满足条件 的任意a，b有(1) ( )
,
n

a x x b

( ) (1)

1 1
( , )

( ) ( )n n
n

L a b
b a x x

(1)
x

( )n
xa b

( ) (1)
- 0

n
b a x x
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数理统计即 在 时达到最大值，( , )L a b (1) ( )
,

n
a x b x

(1) ( )1 1

ˆˆ min , max
i n ii n i n

a x x b x x

a, b的极大似然估计量为

(1) ( )1 1

ˆˆ X min , X max
i n ii n i n

a X b X

故a，b的极大似然估计值为
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(2) 怎样决定一个估计量是否比另一个估计量“好”？

需要讨论以下几个问题:

(1) 我们希望一个“好的”估计量具有什么特性？

(3) 如何求得合理的估计量？

例 设总体 X ~ U (a, b),  a, b 未知

2â X 3B 矩 2b̂ X 3B 矩

)(MLE(1)MLE nXb̂,Xâ 

§7.2 估计量的评选标准



常用的几条标准是：

1．无偏性

2．有效性

4．相合性

3．均方误差



一、无偏性

 )ˆ(E 则称 为 的无偏估计 .̂ 

),,(ˆ 1 nXX 定义1.设 是未知参数 的估计量，若

)( 21 nX,,X,X  是总体X 的样本,

例1 设总体X 的 k 阶矩 )(
k

k XE 存在

证明: 



n

i

k

ik X
n

A
1

1
是 k 的无偏估计.

证





n

i

k

i

n

i

k

ik XE
n

X
n

EAE
11

)(
1

)
1

()(

因而n,,,iXE k

k

i 21)(  由于

kkn
n

 
1



特别地

样本二阶原点矩 是总体二阶原点矩



n

i

iX
n

A
1

2

2

1

X样本均值 是总体期望 E( X ) 的无偏估计

的无偏估计.)(
2

2 XE

(1)

(2)

例2 设总体 X 的期望与方差存在, X 的样本为

),,,( 21 nXXX  (n > 1) .

(1)                             不是 D( X )的无偏估计;



n

i

in XX
n

S
1

22
)(

1

(2)                                是 D( X ) 的无偏估计.






n

i

i XX
n

S
1

22
)(

1

1

证明



证 2

1

2

1

2 1
)(

1
XX

n
XX

n

n

i

i

n

i

i  


前已证

2

i iE X E X , X X( ) ( ) D( ) D( )    
2

E X E X , D X
n

( ) ( ) ( )


  

)()(
1

)(
1 2

1

2

1

2
XEXE

n
XX

n
E

n

i

i

n

i

i 







 



))(
2

2
22 


 

n
( 221

 



n

n

2

1

2)(
1

1















n

i

i XX
n

E故



例3 设总体 X 的密度函数为
















00

0
1

)(

x

,xe
;xf

x



 0 为常数

)( 21 nX,,X,X  为 X 的一个样本

证明 X 与 }{ 21 nX,,X,Xm inn  都是 的无偏估计

证

故  )()( XEXE

是 的无偏估计量.X












)(

1
XEExp~X



}{ 21 nX,,X,Xm inZ 令












 

0

00

)(
ze

n

z

zf nz

Z 



即
n

ZE
n

Exp~Z












)(










 

01

00

ze

z
nz



)(nZE

故 n Z 是的无偏估计量.

)()()(1 21 zXPzXPzXP n  





n

i

i zXP
1

))(1(1

)(1)( 21 zX,,zX,zXPzF nZ  



例4 设总体 X ~U(0,θ),其密度函数为

1
0 ,

( ; )

0

x
f x

其他
0 为常数

)( 21 nX,,X,X  为 X 的一个样本

与 都是 的无偏估计

证明：

证明

 的矩估计量为

1= 2 X

 的极大似然估计量为 2 ( ) 1 2
=X max{ , , , }

n n
X X X

( )

1
= X

n

n

n

1=2X

1( )= 2 ( ) 2
2

E E X

是 的无偏估计量.1= 2 X



( )

1
E = EX =

n

n

n

( )

1
= X

n

n

n

2 ( ) 1 2
=X max{ , , , }

n n
X X X

( )
(x) [ ( )]

n

n
x
F F x

( ) ( )

1

' 1 0
(x) (x)=nf(x)[ ( )]

0
n n

n

n
x x

n x
x

f F F x

其他

( )
2 ( )

E =EX ( )
nn x

xf x dx
0

n
x

n dx
1

n

n

是 的无偏估计量.



),,,(ˆ
2111 nXXX  

都是总体参数的无偏估计量, 且

1 2
ˆ ˆDD( ) ( ) 

则称 比 更有效.
1̂

定义 设

),,,(ˆ
2122 nXXX  

2、有效性

2̂



所以, X 比 }{ 21 nX,,X,Xm inn  更有效.

是的无偏估计量,问哪个估计量更有效？

X }{ 21 nX,,X,Xm inn 由例3可知,         与 都
















00

,0
1

);(

x

xe
xf

x



 0 为常数

例5 设总体 X 的密度函数为

解 ，
2

21 }){Var( nX,,X,Xm inn 
n

X
2

)Var(






例6 设总体 X ~U(0,θ),其密度函数为

1
0 ,

( ; )

0

x
f x

其他
0 为常数

)( 21 nX,,X,X  为 X 的一个样本

与 都是 的无偏估计

解：

问哪一个更有效？

1= 2 X

1 较  有效。

2 2

1( )= 4 ( ) 4
12 3

D D X
n n
2

( )

1
( )=D X

( 2)n

n
D

n n n

2n当 时 1( )< ( )D D

( )

1
= X

n

n

n



例7 设总体 X，且 E( X )= , D( X )= 2

)( 21 nX,,X,X  为总体 X 的一个样本

证明 i

n

i

i Xcˆ 



1

1 是 的无偏估计

(2)  证明 Xˆ  比 i

n

i

i Xcˆ 



1

1 更有效

证 (1)   


n

i

ii

n

i

i cXEcˆE
11

1 )()(

.1
1




n

i

ic.,,2,1
1

ni
n

ci (1)  设常数



(2)
n n

2 2 2

1 i i i

i 1 i 1

ˆ c D X cD( ) ( ) 
 

  

而

n
c

n

i

i

1

1

2 


2

1

1
ˆ ˆ

n
D( ) D( )   

2 2 2 2

1 1 1

( )
n n

i i j i

i i j n i

c c c n c
    

     

结论 算术均值比加权均值更有效.


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例如 X ~ N(  , 2 ) , ( X 1 ,X 2 ) 是一样本.
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都是的无偏估计量

由例7(2) 知 3̂ 最有效.



3、均方误差

评价目的：对有偏估计进行

2)ˆ()ˆMSE( θθEθ 

2ˆ ˆ ˆ ˆMSE( ) [( ) ( )]θ E θ Eθ Eθ θ   

)])([(2

)()(
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.θθ̂Eθ̂Var
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)()( 

均方误差：



0)(lim 


 n
n

ˆP

定义 设 是总体参数)( 21 nnn X,,X,Xˆˆ  

则称 nθ̂ 是总体参数的一致(或相合)估计量.

的估计量. 若对于任意的   , 当n时,

nθ̂ 依概率收敛于 , 即 ,0

相合估计量仅在样本容量
n 足够大时,才显示其优越性.

4、相合性



由辛钦定理

若总体 的数学期望 有限, E X μX 则有
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E X μ k 为 的相合估计量 .
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g μ μ μ为 的相合估计量 . 



关于相合性的两个常用结论

1. 样本 k  阶原点矩是总体 k

阶原点矩的相合估计.

是的相合估计.n̂

由大数定律证明

用切比雪夫不
等式证明

2. 设 是  的无偏估计
量, 且 , 则0)Var( 


n

n

ˆlim 
n̂
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